Зміст
1. Показникова функція
2
2. Розв’язування показникових рівнянь:
3
2.1.  Зведення до спільної основи
3
2.2.  Розкладання на множники
4
2.3.  Метод логарифмування
4
2.4.  Введення нової змінної
5
2.5.  Використання властивостей функції
7
3. Розв’язування показниково-степеневих рівнянь
9
4. Розв’язування систем показникових рівнянь
10
5. Розв’язування показникових нерівностей:
12
5.1.  Зведення до спільної основи
12
5.2.  Метод логарифмування 
13
5.3. Введення нової змінної
13
5.4.  Використання монотонності функції
14
6. Розв’язування показниково-степеневих нерівностей
15
7. Метод оцінки під час розв’язування показникових рівнянь та нерівностей
16
8. Вправи для самостійного розв’язування
17
Література
18
1.  Показникова функція
Означення. Функція виду y=аx, де a>0 і a≠1 називається показниковою

D (у) =R;   E(y)=(0; +∞)

При 
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функція спадає; при 
[image: image2.wmf])
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Оскільки часто зустрічаються показникові функції, показником степеня якої є логарифмічна функція, то введемо її означення. 

Означення. Функція виду y=logax, де х>0 і а>0, a≠1 називається логарифмічною.

D (у) =(0; +∞);   E (y) =R
Для спрощення виразів інколи доцільно використовувати основну логарифмічну тотожність: 
alogax=x, де х>0, а>0, a≠1
Наведемо приклади побудови графіків показниково-логарифмічних функцій
Приклад 1. Побудувати графік функції у=2log2x.
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Розв’язання
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Оскільки 2log2x=х при х>0, 
         у

то потрібно побудувати 





графік функції у=х, де х>0
О

х

Приклад 2. Побудувати графік функції у=2 log2log2x.

Розв’язання
Використовши основну 
логарифмічну тотожність,                 

функція набуває вигляду y=log2x 

при умові, якщо log2x>0, 

тобто х>1. Отже, потрібно 
побудувати графік функції                                           

y=log2x, де х>1.
Приклад 3. Побудувати графік функції у=2|log2x|.

Розв’язання
Якщо log2x≥0 (х≥1), то у=2log2x=х.
Якщо log2x<0 (0<х<1), то             у=2-log2x=1/х.
2.  Розв’язування показникових рівнянь

Означення. Рівняння, що містить невідому величину в показнику степеня називається показниковим.

Для розв’язування показникових рівнянь використовують такі основні методи:

· зведення до спільної основи;

· розкладання на множники;

· логарифмування;

· введення нової змінної;

· використання монотонності функції.

2.1. Зведення до спільної основи

Приклад 4. Розв’язати рівняння: 
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Розв’язання
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Відповідь: 2.

Приклад 5. Розв’язати рівняння: 
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Розв’язання
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Відповідь: 1.

Приклад 6. Розв’язати рівняння:
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Розв’язання
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Поділимо обидві частини рівняння на 
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Відповідь: 1,5.

2.2. Розкладання на множники
Приклад 7. Розв’язати рівняння: 6х-2х+1-3х+1+6=0.
Розв’язання
Запишемо рівняння у вигляді:

2х*3х-2*2х-3*3х+6=0.

Розкладемо ліву частину рівняння на множники:

2х(3х-2)-3(3х-2)=0; (3х-2)(2х-3)=0;
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Відповідь: 
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2.3. Метод логарифмування
Приклад 8. Розв’язати рівняння: 
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Розв’язання
Прологарифмувавши обидві частини рівняння, одержимо:
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Відповідь: 2;  
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2.4. Введення нової змінної
Приклад 9. Розв’язати рівняння: 
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Розв’язання
Перепишемо рівняння у вигляді:

[image: image37.wmf]0

4

*

5

5

2

*

7

5

*

2

2

=

+

-

x

x

x

x

.
Рівняння однорідне, поділивши обидві частини рівняння 

на 
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Нехай 
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 , t>0, тоді 2 t2-7 t+5=0; 
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Отже, 
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Відповідь: 0; 1.

Приклад 10. Розв’язати рівняння:  
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Розв’язання
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Нехай 
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t1=4;  t2=-3/2 – сторонній корінь

Отже, 
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Відповідь: 2.

Приклад 11. Розв’язати рівняння: 
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Розв’язання
Оскільки 
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Рівняння набирає вигляду   
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Отже,  
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Відповідь: -3; 3. 
Приклад 12. Розв’язати рівняння: 
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Розв’язання
Поділимо рівняння на 2х (2х≠0), отримаємо: 
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Оскільки існує такий кут α, для якого sinα=1/2 і cosα=
[image: image65.wmf]2
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, то рівняння набуде вигляду sinхα+ cosхα=1. Порівнюючи дане рівняння з основною тригонометричною тотожністю          sin2α+ cos2α=1, приходимо до висновку, що х=2.

Відповідь: 2.
2.5. Використання властивостей функції

Зведення рівняння до виду f(x)=g(x), в одній частині     якого – зростаюча функція, а в другій – спадна (або в одній із частин – стала функція) полегшує його розв’язання. У такого рівняння, якщо є корінь, то він єдиний і знайти його часто можна методом підбору. Якщо рівняння не має коренів, то це треба довести.

Приклад 13. Розв’язати рівняння: 2x=3-х.

Розв’язання
Ліва частина рівняння – зростаюча функція, права – спадна. А тому х=1 – єдиний корінь даного рівняння.
Відповідь: 1.
Приклад 14. Розв’язати рівняння: 2x+5x=3x+6x.
Розв’язання
Помічаємо, що х=0 – корінь рівняння. Інших коренів рівняння немає. Оскільки якщо х>0, то 2х<3х і  5x<6x, а тому 2x+5x<3x+6x; якщо х<0, то 2х>3х і  5x>6x, а тому 2x+5x>3x+6x.
Відповідь: 0.
Приклад 15. Розв’язати рівняння: 
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Розв’язання
Кожен доданок лівої частини рівняння – зростаюча функція, а тому їх сума – зростаюча функція. Враховуючи сталість правої частини, рівняння може мати не більше, ніж один корінь. Спочатку корені шукаємо на множині цілих чисел:

х=1, тоді 
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х=2, тоді 
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Відповідь: 2.

Приклад 16. Розв’язати рівняння: 
2x+3x+4x+5x+…+nx= 
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Розв’язання
Оскільки 2+3+4+…+n= 
[image: image70.wmf](
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, то х=1 – корінь даного рівняння. Доведемо його єдиність. 
Розділивши обидві частини рівняння на праву частину, отримаємо рівносильне рівняння:
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Кожен доданок лівої частини є спадною функцією, а тому їх сума – спадна функція, множина значень якої – (0; +∞).
Отже, графік функції – лівої частини – перетинає пряму у=1 лише один раз при х=1.

Відповідь: 1.
Приклад 17. Розв’язати рівняння:  
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Розв’язання
Нехай 
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Відповідь: 0.
3. Розв’язування показниково-степеневих рівнянь

3.1. Рівняння виду  (f(x))g(x)=(f(x))m 
Розв’язування такого рівняння зводиться до випадків: 

1)  f(x)=1;  2)  f(x)=-1;  3) f(x)=0;  4) g(x)=m
(перевірка коренів у випадках 2) - 4) обов’язкова).

Приклад 18. Розв’язати рівняння:  
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)

(

)

2

6

5

2

2

2

+

=

+

+

-

x

x

x

x

.

Розв’язання
Розглянемо випадки:
1) х+2=1, х=-1;  

3) х+2=0, х=-2;  

2) х+2=-1, х=-3;

4) х2-5х+6=2, х1=1 і х2=4.

Перевіркою переконуємося, що всі знайдені корені задовольняють вихідне рівняння. 

Відповідь: -3; -2; -1; 1; 4.

3.2. Рівняння виду  (f(x))g(x)=(f(x))u(x) 

Розв’язування такого рівняння зводиться до розв’язання сукупності систем: 
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Приклад 19. Розв’язати рівняння:  
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Розв’язання
Розв’язування такого рівняння зводиться до розв’язання сукупності систем:
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Відповідь: -5/3; 0; 1; 2.

4. Розв’язування систем показникових рівнянь

Приклад 20. Розв’язати систему рівнянь:
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Розв’язання
Нехай 2x=u,  3x+y=v, тоді система набуде вигляду:
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Отже, 
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Відповідь: (1; 2).

Приклад 21. Розв’язати систему рівнянь:
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Розв’язання
ОДЗ: 
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Отже,  
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Враховуючи ОДЗ, система не має розв’язку.

Відповідь: не має розв’язку.
Приклад 22. Розв’язати систему рівнянь:
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Розв’язання
Очевидно, що х>0 і у>0.

Прологарифмуємо обидва рівняння системи:
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Отримана система рівносильна сукупності двох систем:
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Відповідь: (1; 1), 
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5. Розв’язування показникових нерівностей
Розв’язування показникових нерівностей базується на використанні властивостей показникової функції, зокрема її монотонності (при 
[image: image111.wmf])
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5.1. Зведення до спільної основи

Приклад 23. Розв’язати нерівність: 
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Розв’язання
Так як основа 0<1/3<1, то x3+3x2+2<2x2+2x+2.
x3+ x2-2х<0, тобто х(х-1)(х+2)<0


                             –         +           –        +    х

                            -2
    0
  1

Відповідь: (-∞;-2)((0;1).
Приклад 24. Розв’язати нерівність: 
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ОДЗ:  
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Так як основа 6>1, то 
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        3            6
Враховуючи ОДЗ: х=6; х=7; х=8; …
Відповідь: 6; 7; 8; …
5.2. Метод логарифмування

Приклад 25. Розв’язати нерівність: 
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Розв’язання
Прологарифмуємо обидві частини нерівності за основою 5. Отримаємо: (х-3)log53>x2-7x+12;  (х-3)log53>(x-3)(x-4);

(х-3)(x-4-log53)<0

      +         –          +     x
         3            4+log53

Відповідь: (3; 4+log53).

Приклад 26. Розв’язати нерівність: 

3х+3х+1+3х+2+3х+3≤5х+5х+1+5х+2+5х+3.
Розв’язання
3х(1+3+32+33)≤5x(1+5+52+53);   0,6х≤3,9;  хlg0,6≤lg3,9

Так як lg0,6<0, то 
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Відповідь: 
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5.3. Введення нової змінної

Приклад 27. Розв’язати нерівність: 
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Розв’язання
Нехай 2х=t>0, тоді 
[image: image124.wmf]4
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Дана нерівність рівносильна системі:
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 Отже,   6≤2х<8, а тому log26≤x<3.
Відповідь: 
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Приклад 28. Розв’язати нерівність: 
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Розв’язання
Нехай 
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Відповідь: 
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5.4. Використання монотонності функції
Приклад 29. Розв’язати нерівність: 12х+5х>13х.

Розв’язання
Поділимо обидві частини нерівності на 13х>0.
Отримаємо 
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Кожна з функцій 
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 спадна на множині дійсних чисел. Тому рівняння 
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 має єдиний корінь х=2 і розв’язком нерівності є х<2.

Відповідь: (-∞;2).

Приклад 30. Розв’язати нерівність: 16х+(х-6)4х+5-х>0.

Розв’язання
Нехай 4х=t>0, тоді t2+(х-6) t+5-х>0.

 Розв’яжемо дане рівняння відносно змінної t:
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Отримуємо нерівність: (4х-1)(4х+х-5)>0.

Функції y1=4х-1  та y2=4х+х-5 є зростаючими і перетинають вісь Ох в єдиних точках х1=0 і х2=1 відповідно.
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1
Відповідь: (-∞;0)((1; ∞). 
6. Розв’язування показниково-степеневих нерівностей

Означення. Нерівність виду u(х)f(x)>u(х)g(x) (u(х)f(x)<u(х)g(x)) називається показниково-степеневою.
Ця нерівність рівносильна нерівності: (f(x)-g(x))lgu(x)>0, яка в свою чергу рівносильна системі нерівностей:
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У випадку нестрової нерівності, наприклад u(х)f(x)≥u(х)g(x):
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Приклад 31. Розв’язати нерівність: 
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Розв’язання
Прологарифмуємо обидві частини нерівності за основою 10:

(х2-6х+8)lg(х-2)>0.

Отримана нерівність рівносильна сукупності двох систем:
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;

4

(

¥

Î

x

                        
[image: image150.wmf])

3

;

2

(

Î

x


Відповідь: (2;3)((4; ∞). 
7. Метод оцінки під час розв’язування показникових рівнянь та нерівностей

Приклад 32. Розв’язати нерівність:
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Розв’язання
Оцінимо ліву частину даної нерівності, виходячи з нерівності: 
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Одержимо:  
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Праву частину нерівності оцінимо за допомогою нерівності: 
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Одержимо: 
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Отже,    
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Відповідь: 2.

Приклад 33. Розв’язати рівняння:  
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Розв’язання
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Оскільки    
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, то дане рівняння рівносильне системі рівнянь: 
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8. Вправи для самостійного розв’язування

І. Побудувати графіки функцій:

1) 
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ІІ. Розв’язати рівняння:

1)  2*3х-1=5*7х-1;

2)  5х+5х+1+5х+2=3х+3х+1+3х+2 ;
3)  
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4)  
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5)   9х+(х-13)3х-9х+36=0;

6)
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7)  2х=2х;

8)  6х-2х=32;

9)  
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12) 
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IІІ. Розв’язати системи рівнянь:

1) 
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ІV. Розв’язати нерівності:

1) 
[image: image177.wmf]3
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5) 
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2) 
[image: image179.wmf]2
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6) (х2-8х+15)х-6<1;
3)  4х-2*52х-10х>0;
7)  25х+(х-31)5х-25х+150≤0.
4) 
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